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системы настроить доступ сотрудников факультетов к системе через 
портал, разумеется, с соблюдением необходимых мер безопасности.  
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О НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ПАДЕНИЯ ИСПАРЯЮЩЕЙСЯ КАПЛИ 
 
Предлагается решение нелинейного дифференциального уравнения с переменны-
ми коэффициентами, описывающего падение капли с заданной начальной скоростью, 
построенное в специальных табулированных функциях. Обнаружено хорошее соответ-
ствие расчётных значений скорости падения частицы в различные моменты времени с 
известными опытными данными. 
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Испаряющаяся капля является частицей распыленной жидкой 
струи, движущейся в нагретой газовой среде. Такие струи используют-
ся при подаче топлива в цилиндры двигателей внутреннего сгорания, 
при тушении пожаров, при покраске поверхностей твердых тел в спе-
циальных камерах и пр. Поэтому изучение полета испаряющихся ка-
пель тесно связано с исследованием баллистики распыленной струи, 
что относится к актуальным задачам. 
Динамика вертикального падения испаряющейся капли рассмат-
ривалась в работе [1] с целью совершенствования пожаротушения. С 
этой практической направленностью также связаны статьи [2-4], в ко-
торых решение нелинейной задачи Коши строилось приближенно без 
учета влияния силы гравитации на процесс падения, что оправдано в 
случае движения частицы с большим замедлением. 
В работе [5] падение капель исследовалось с целью совершенст-
вования подачи распыленного топлива в цилиндры дизелей. При мо-
делировании движения частицы учитывалось действие силы тяжести, 
но не учитывалось испарение. 
Поэтому, несмотря на наличие указанных исследований, сохра-
нилась необходимость в разработке более точных математических мо-
делей, учитывающих упоминавшиеся факторы. 
Как в работе [1], каплю считаем сферическим телом, текущий ра-
диус которого ( )tr  есть линейная функция времени полета t , т.е. 
                                 trtr γ−= 0)( ,                                         (1) 
где γ  – некоторый параметр, характеризующий интенсивность испа-
рения. 
Силу сопротивления движению, аналогично [1], принимаем про-
порциональной квадрату скорости движения. Поскольку рассматрива-
ется одномерная задача, все параметры модели считаем скалярными 
величинами. 
В этих предположениях изменение скорости падения капли υ  во 
времени описывается нелинейным дифференциальным уравнением с 
переменными коэффициентами 
                                      
.
2 g
rdt
d
=+ υ
βυ
                                     (2) 
Здесь β  – коэффициент аэродинамического сопротивления; 
( )−= trr  текущий размер(радиус) капли; g  – ускорение свободного 
падения. 
Значение скорости истечения капли  принимаем  равным 0υ .  По- 
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этому решение уравнения  (2) должно удовлетворять начальному ус-
ловию 
( ) 00 υυ = . 
Уравнение (2) по типу относится к уравнениям Риккати. 
Учитывая, что из (1) следует 
dr
d
dt
dr
dr
d
dt
d γ−== ,                                  (3) 
представим (2) в виде 
                           0
20 g
rdr
d
−=− υ
βυ
,                                     (4) 
где 10
−
= βγβ ; 10 −= γgg . 
Введя новую функцию  
                                 
1
0
−
= υβu ,                                          (5) 
вместо (4) получаем 
1
21 gu
rdr
du
−=− .                                   (6) 
Здесь 
2
001
−
== γββ ggg . 
Чтобы избавиться в (6) от нелинейности, повысим порядок диф-
ференциального уравнения. С этой целью примем 
                        
.
1
dr
dw
rwu −−=
                                   (7) 
Подставив выражение (7) в (6), приходим к линейному диффе-
ренциальному уравнению типа Бесселя 
012
2
=−+ wg
dr
dw
dr
wd
r . 
Общим его решением будет [6] 
    
( ) ( )rgKсrgIсw 102101 22 += .                             (8) 
Здесь 1с , 2с  – произвольные постоянные; )(0 zI , )(0 zK  – соответст-
венно модифицированная функция Бесселя и функция Макдональда 
нулевого порядков.  
 Учитывая принятые выше обозначения (5), (7) и выражение (8), 
получаем общее решение уравнения (2): 
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      ( ) ( ) ( )( ) ( )ττ
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= ,                             (9) 
где ( )trg γτ −= 012 ; 112 −= ссс  – произвольная постоянная; )(1 τI , 
)(1 τK  – соответственно модифицированная функция Бесселя и Мак-
дональда первого порядка. Они появились как производные [7] 
     ( ) ( )ττ
τ 10
II
d
d
= ; ( ) ( )ττ
τ 10
KK
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Константу с  в (9) определяем из условия (3): 
                   
( ) ( )
( ) ( )0000010
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2
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τυβττ
τυβττ
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с
−
+
= ,                       (10) 
где 010 2 rg=τ . 
Таким образом, используя таблицы функций Бесселя [7, 8], с по-
мощью выражений (9) и (10) несложно определить скорость падающей 
капли в любой момент времени t < 10
−γr , когда она не полностью ис-
парилась. 
При определении высоты падения капли ( )tz  приходится вычис-
лять интеграл 
                                       
( ) ( )∫=
t
dtttz
0
υ ,                                      (11)  
который не выражается через табулированные функции. Его можно 
брать численно на компьютере. 
Для приближенного вычисления )(tz  выделим в (11) главную 
часть, используя асимптотику 
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Интеграл 
( ) ( )∫=
t
a dtttS
0
υ  
выражается через табулированную в [7, 8] интегральную показатель-
ную функцию )( zEi −  по формуле [9] 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]1210 exp ηηηβ −−−= EiEi
r
tS .                (12) 
Здесь 
0
1 βυ
γη = ; 





−−=
0
12 1ln
r
tγηη . 
 Учитывая выражение (12) вместо (11), получаем более удобную 
формулу для вычисления высоты падения капли  
                              )()()( ttStz Φ+= .                                    (13) 
Здесь второе слагаемое  
( ) ( ) ( )[ ]∫ −=Φ
t
a dtttt
0
υυ
 
значительно меньше первого и его легко оценить с помощью неравен-
ства 
  
( ) ( )[ ]tttt aυυ −<Φ )( . 
В приближенных расчетах можно принять 
                                 
( ) ( )[ ]tttt aυυ −≈Φ 2
1)( .                              (14) 
Таким образом, приближенное определение )(tz  по формулам 
(12)-(14) сводится к использованию таблиц специальных функций     
[7, 8]. 
Расчеты проведены при =0r 0,0002 м; =β 0,0000312;                   
=γ 0,0004 м/с; =0υ 100 м/с. Полученные значения скорости pυυ =  
в различные моменты времени указаны во второй строке табл.1. 
 
Таблица 1 – Расчетные и экспериментальные значения скорости падения капли  
в различные моменты времени 
 
t , с 0,03 0,07 0,14 0,20 0,25 
pυ , м/с  
67,6 46,3 28,7 20,8 16,4 
эυ , м/с 
67 43 30 21 18 
 
В третьей строке табл.1 записаны значения скорости эυυ = , ко-
торые получены экспериментально в [1]. Наблюдается хорошее соот-
ветствие между теорией и экспериментом. 
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Результаты расчета пройденного каплей пути представлены в 
табл.2. 
 
Таблица 2 – Значения  z(t), вычисленные с помощью аналитических решений и  
численным интегрированием квадратуры (11) 
 
t , с 0,03 0,07 0,14 0,20 0,25 
az , м 
2,46 4,69 7,22 8,68 9,59 
чz , м 
2,46 4,69 7,23 8,69 9,62 
          
Числа az  во второй строке получены  по  формулам  (12)-(14),  а  
числа чz  в третьей строке – путем численного интегрирования квадра-
туры (11) на интервале ]5,0;0[ 10 −∈ γrt . За это время происходит дву-
кратное уменьшение начального радиуса капли, что считается гранич-
ным при подаче распыленного огнетушащего вещества [1]. В силу это-
го ограничения нет смысла увеличивать временной интервал исследо-
вания. Сравнение чисел, полученных разными способами в табл.2, по-
казало, что приближенное аналитическое решение годится для расчета 
высоты падения капли. 
Таким образом, наше исследование свидетельствует, что при 
квадратичном сопротивлении движению нелинейное уравнение паде-
ния испаряющейся капли имеет замкнутое решение в функциях Бессе-
ля. Результаты расчетов значений скорости падения хорошо согласу-
ются с опытными данными. Полученные формулы можно использо-
вать для расчета дальности эффективной подачи распыленных огне-
тушащих веществ и обоснования высоты установки пламеподавителя 
над поверхностью возможного горения. 
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ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В НАГРЕВАЮЩЕМСЯ РЕЗЕРВУАРЕ 
 
Предлагается математическая модель, описывающая процессы, происходящие в 
резервуаре с нефтепродуктом под действием излучения от горящего соседнего резервуа-
ра. Модель предназначена для определения температуры стенок резервуара, нефтепро-
дукта и паровоздушной смеси. 
 
При возникновении пожара в резервуарном парке возникает 
опасность каскадного распространения пожара. Это связано с тем, что 
при загорании одного из резервуаров под действием излучения нагре-
ваются соседние, вследствие чего может произойти их взрыв или вос-
пламенение. Поэтому практически важным является построение мате-
матической модели нагрева резервуара с нефтепродуктом. 
В работе [1] был рассмотрен нагрев стены стального резервуара 
под действием теплового потока от горящего резервуара. При по-
строении модели предполагалось, что теплопередача осуществляется 
исключительно излучением. Такой подход связан с тем, что основная 
часть тепла при пожаре передается именно излучением [2]. Однако 
внутри нагреваемого резервуара конвективный перенос может оказать 
существенное влияние на распределение температур. 
Допустим, что передача тепла от факела происходит только излу-
чением, а внутри резервуара – как излучением, так и конвективным 
переносом. Для этого случая построим метод расчета температуры 
стенок резервуара, нефтепродукта и паровоздушной смеси в верти-
кальном стальном резервуаре (РВС). 
Под действием излучения от факела нагревается крыша резервуа-
ра и обращенная к нему часть стены. Нагревающаяся стена и крыша 
излучают тепло как в окружающее пространство, так и внутрь резер-
вуара, нагревая тем самым поверхностный слой нефтепродукта и про-
тивоположную часть стены. Чтобы учесть неравномерный нагрев сте-
